Cours N°1: Introduction, probabilités et variables
aléatoires

|. Introduction

En ce qui concerne les biostatistiques, on s’isg¥e& desaracteresou a degrandeurs
biologiques Elles sont mesurées chez les étres vivants eaimalades. Leur particularité

principale est laariabilité .

A. Variabilités

La variabilité est liée a la diversité biologique naturelle dgsts. On parle de :
- Variabilité inter-individuelle , représentant les différences entre les individus.
- Variabilité intra-individuelle , représentant les différences selon le momeiat @tuation, pour

un méme individu.

De plus, s'ajoutant a cette diversité biologigaesdriabilité de mesure(du point de vue erreur),
est aussi a prendre en compte. Elle est liée a :

— L'instrument, le moyen de faire la mesure.

— L'observateur qui fait la mesure.

Ces deux sources de variabilité s’additionnent !
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B. Données guantitatives et gualitatives

Les caracteres, ou grandeurs biologiques, sorasséks » en deux grands types :
- Les donnéeguantitatives, qui font référence a ummbre.
- Les donnéegualitatives, qui font référence a yngementou uneappréciation.

Pour savoir si une grandeur est quantitative olitgtigae, on se pose une question simpthaque
valeur possible est-il un nombre ?

— SiOUl : la grandeur egjuantitative.

— SINON : la grandeur egjualitative.

1. Données guantitatives

Les données quantitatives somtsurables sur une échellgelles fournissent uUNOMBRE] et
sont de2 typesselon I'échelle de mesure :

— Sil'échelle de mesure estaeurs discretesentre deux valeurs successives données, |l
n'existe aucune valeur intermédiaire), la granéstadliscrete

Ak
T

— Sil'échelle de mesure esintinue (il existe une infinité de valeurs possibles enligex valeurs
données), la grandeur esintinue.
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Pour savoir si une grandeur quantitative est dis@a continue, on se pose une question simple :
puis-je numéroter les valeurs possibles ?

— SiOUI : la grandeur egiscrete

— SINON : la grandeur egtontinue.

2. Données qualitatives

Les données qualitatives ne spas mesurables sur une échellet sont de types:
— Les grandeumrdinales: les valeurs possibles sartlonnées ouclasséegpréférence).
— Les grandeursatégorigues: dans tous leautres cas.

Pour savoir si des grandeurs qualitatives sonhates ou catégoriques, on se pose une question
simple :puis-je ordonner les valeurs possibles ?

— SiOUI : les grandeurs sopntdinales.

— SINON : les grandeurs sonatégorigues



De nombreuses grandeurs sont possibles :

— Exemple 1: les « constantes » biologiquesglycémie, calcémie, nombre de globules rouges,
hémoglobine...Ce sont deembres a valeurs réellegavec un instrument de mesure parfait,
on pourrait trouver un infinité de chiffres aprasv/irgule pour la glycémie, on ne peut donc pas
enumerer toutes les grandeurs possibles) dononteles grandeurguantitatives continues

— Exemple 2: la survenue d’'une maladie Les « valeurs » possibles sémalade ; non
malade} doncqualitative adeux classeslonccatégorigue(on ordonne pas deux possibilités).

— Exemple 3: le nombre de métastased.es valeurs possibles sont {0 ;1 ; @dannées
numériques etque I'on peut numéroterdonc le nombre de métastases est une variable
guantitative discrete.

— Exemple 4: la satisfaction du malade Les « valeurs possibles » sont {trés satisfgdttisfait ;
peu satisfait ...} avec uardre entre les valeurs possibledoncqualitative ordinale.

C. _Statistiques et statistiques descriptives

Lastatistique intervient quand il est impossible ou inutile debver la grandeur d’intérét sur
unepopulation, qui est Ensemble exhaustif d’'individus partageant une(degjaractéristique(s)
communes(s)par exemple la population francaise, les étudiargcrits en PCEM1 a Denis
Diderot en octobre 2008, les sujets atteints dinfextion a VIH). On l'observe alors sur groupe
issu de la population que I'on appelléchantillon.

On parlera d'«chantillon représentatif » uniquement si I'échantillon a été constituétpage au
sort a partir de la population.

Les mesures effectuées sont appelédsnnéess».

[La statistique correspond a la deuxieme partid'éeseignement des biostatistiques, soit a partir
du cours N°6.]

Lastatistigue descriptivea pour but delécrire des données sur un groupgchantillon ou
population de petite taille). Pour cette description fait appel a deséthodes graphiques ou
numérigues, adaptées au type de données.

1. Méthodes graphiques

a. Le diagramme en batons
EX: Mentions BAC
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On utilise lediagramme en batonspour les donnéaguantitatives discrétes(note que vous aurez
en biostatistiques) ou les donnéesilitatives (mention au bac).

Pour le diagramme en batons, on tracerelonnéesun baton dont l@auteur est égale adffectif
de la catégorie

m




b. Histogramme

Pour les donnéaguantitatives continues(ou discrétes mais avec un tres grand nombre ldarga
possibles), la représentation en batons synth@ééisenal la distribution. On trace alors un

histogramme.
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Enabscisseon trouve deslasses de valeurs
Enordonnées on trouve un rectangle, dontHauteur est égale a éffectif divisé par 'amplitude
de la classe.

[L'histogramme est donc en quelque sorte en « dengnsions », ce qui permet une étude plus
poussée des données.]

2. Méthodes numériques

Les méthodes numériques sont réservéeslanmées quantitativesElles ont pour but de
résumer :

— Latendance centraledes donnéesr{oyenne.

— Ladispersiondes données gltendueet lavariance).

a. _Moyenne
La moyenne empirigue ouexpeérimentale est donnée par la relation :

1
m=X=— X.
~3 X,

Elle s'interprete comme tentre de gravitéd'un nuage de points.
La moyenne n'est pas suffisante pour étudier deséds. Des valeurs peuvent avoir la méme
moyenne mais ne pas avoir du tout les mémes cesdicjées.



b. Etendue

L’ étendueest définie par ldifférence entre la valeur la plus grande et la vaur la plus petite
Elle ne dépend que de 2 observations, elle est pemstable [donc on utilise la variance].

Fréquence

Etendue=max-min -‘

c. \Variance

La variance empirique, ouexpérimentale mesure lalispersion des données autour de sa
moyenne Elle s’exprime dans l'unité élevée au carré .

s=23 (x,~R)?

Saracine carrée positive ys? (dans la méme unité que les données) est apgedéetype, s.

[I. Probablilités

A. Intéréts et conditions
1. Intéréts

En ce qui concerne les probabilités, on s'intéré&sgours) a ungrandeur biologique qui est

variable selon les individus.

L'objectif des probabilités est de :

- Décrire la dispersion ouvariabilité , des données sur I'ensemble de la populationa@t p
seulement sur un échantillon).

- Quantifier les « chances » de réalisation des difiéntes valeurs possiblede cette grandeur.

Ces deux objectifs sont des intermédiaires ponmiéliser les expériences aléatoirdgoir un peu
plus loin], but final des probabilités.




2. Conditions

Pour réaliser des probabilités, la grandeur d’&ttdoit donc étre wariable », c’est-a-dire :

- Qu'ily aplusieurs résultats possiblegdits événements élémentaires).

- Que son résultat esPREVISIBLE . On ne peut pas connaitre la valeur de cette grartent
gu’'on ne I'a pas mesurée (observée).

- Qu'on peut répéter la mesured’un individu a l'autre.

Ces 3 conditions définissent uagpérience aléatoire On dit que ce sont d€onditions
Nécessaires et Suffisant€NS) : cela veut dire gu'il faut que ces 3 conditisngnt réunies pour
parler d'expérience aléatoire, et en méme tempdlepisuffisent, aucuné™ condition n'est
attendue.

Le résultat d'une expérience aléatoire est un évément aléatoire doncimprévisible.

[En contre exemple, on peut prendre l'issue dedasoit la mort. Méme si son arrivée dans le
temps est inconnue, c'est tout de méme une cextitizdvie n'est donc pas une expérience
aléatoire.]

B. Modélisation d’'une expérience aléatoire

On a vu qu'un des objectif des probabilités éwitiécrire la dispersion des données sur I'ensemble
de la population. Ainsi, laremiere étape de la modélisation d’une expérienadéatoire est de
définir 'ensemble des résultats possible®u I'ensemble des événements élémentaire

représenté par l'univeEs Chaque événement élémentaire est un point de I'emsble des

résultats possibles

On peut définir la notion deardinal (E), oucard (E), qui correspond amombre d'événements
élémentaires

Par exemple, lI'expérience aléatoire consistarditetrun malade avec un médicament et d'observer
sa réponse au traitement contient 2 événementegtaires : E = { succes ; échec }.

Ici, card (E) = 2.

On peut égalementéfinir des événementgquelcongues en réunissant des événements
élémentaires Un événement(quelconque) est donc upartie de 'ensemble E

On peut construire d’autres événements :

- Par lunion d’événementsA OU B noté AUB )

- Par lintersection d’événement{A ET B noté ANB )

ANc

T ANBNC

BNC

Un événement qui ne peut se produire eguémement impossiblel 'univers E est ditertain car
il se produira forcément. Deux événements qui nege se produire simultanément sont
incompatibles ou exclusifs




L'autre objectif des probabilités estalgantifier les « chances » de réalisation des difiéntes

valeurs possiblegle cette grandeur. Ces deux objectifs sont rerpplidintermédiaire de lai de

probabilité de I'expérience

Définir la loi de probabilité d’'une expérience cisits a définir :

- L'ensemble de ses événements élémentaisstE.

- Unequantité définissant « la chance » de survenue dbaacun pour chaque résultat possible.
On I'appelle laprobabilité de I'événement élémentairenotéep(e).

La probabilité p; d'un événement élémentairest unnombre compris entre O et 1

Pour des expériences a valeurs qualitatives ouedes; 'ensemble E est un ensemble
dénombrable{el ; e2; ...}.

La somme de toutes les probabilités des événemeétémentaires sur E doit étre égale a [tar
le résultat de I'expérience est nécessairement &alhs

Sitous les événements élémentaires (€.€) de I'expérient lanéme chance de survenyen dit
gu’ils sontéquiprobables Comme leur somme est égale a 1, on a nécessaireme

Pi= (nombre d* élémentsde)E [Card (E)]

Attention,il ne faut pas confondre imprévisible et équiprobale !

[Par exemple, passer un concours est une expérigiéedoire car :

- ll'y a plusieurs résultats possibles.

- On peut répéter I'expérience (il y a plus ded® inscrits).

- Le résultat d'une expérience est imprévis{ble ne sait pas a I'avance si on va réussir ou
eéchouer), méme si les événements ne sont pas @splipes (en PCEM 1 a Paris 7, vous avez
16,6% de réussir et donc 83,7% d'échouer.)]

La probabilité d’'un événement quelconque A= {el ; e2 ; ...}est donnée par :

nombrede cas favorable:a A
P(A)=Y p= :
(A) eéA P nombre decas possMesentJut

C. Axiomes de calcul des probabilités

Lesaxiomes de calcul des probabilitépermettent de trouver, connaissant la loi de poiib&a
d’'une expérience, des événements quelconquessampade 3 données :
- P(A) est comprise entre 0 et.1
- P(E) =1
- SiAet B sontincompatibleA N B = vide) [voir ci-dessous],
alors P(AUB)=P(A)+P(B)

Si A et B sont deux événements gquelconqyesors :

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)




D. Dénombrements

Les dénombrements consistent a trouver, a pantiedsituation, l@mombre de tirages différents
possibles afin d'établir des probabilités. Il existe tretes de tirages :

- Les tirages successifs avec remise

- Lestirages successifs sans remise

- Les tirages simultanés

1. Tirages successifs avec remise

Prenons une urne contenant n jetons numérotésreédd p jetonsen remettantavant chaque
nouveau tirage le jeton tiré Pour le premier tirage, on a n possibilités. Rewecond également,

et ainsi de suite. Comme on fait p tirages, onéaud que le nombre de tirages différents possibles
est :

nXnxnx..xn=n"

2. Tirages successifs sans remise

Prenons une urne contenant n jetons numérotésrédd p jetons( p<n ), maischaque jeton
tiré ne retourne pas dans l'urne Pour le I jeton, on a n possibilités, pour [& >n a n-1
possibilités et ainsi de suite. Le nombre de tisadjférents possibles est donc :

nl

nX(n—=1)X(n—2)X...X(n— p+1)=m

Ou n!=nx(n—-1)X(n—2)X..x2x1 (0!'=1)

Cas patrticulier : si I'on fait des tirages sans remise jusqu'andidrne, alors le nombre de résultats
différents possibles ent. C'est aussi le nombre de fagons de ranger nsdbguns par rapport aux
autres, ce qu'on appelle augermutations.

3. Tirages simultanés

Prenons une urne contenant n jetons numérotgégrend p jetons_simultanément c'est-a-dire
sans ordre ni répétition Le nombre de tirages différents possibles est :

_nX(n=1)X(n=2)X...X(n—=p+1) n!

n
(p) p p!(n—p)!

Propriétés :



4. Reésumé
Comment savoir quel modele utiliser ?

On se pose deux questiorss critéres peuvent-ils étre répétés ? L'ordre deléments
intervient-il ?

Critéres Les éléments peuvent étre | Les éléments sont distincts
répétés
On tient compte de l'ordre | Tirages successifs avec remise Tirages successifsss@mise
On ne tient pas compte de Tirages simultanés
l'ordre

Ill.  Variable aléatoire discrete X
A. Définition
Unevariable aléatoire quantitative correspond a une expérience aléatoire dont I'ebkseEde

ses résultats possibles (événements élémentastex)raposé dealeurs numeriques mesurables
sur une échelle

Unevariable aléatoire DISCRETE correspond a une expérience aléatoire dont I'enkeBde
ses résultats possibles (événements élémentastex)raposé dealeurs numeriques mesurables
sur une échelleDISCRETE E ={X; ; Xz ; ...}.

Par exemple, le nombre d'enfants :E={0;1324; ...}

Cela nécessite dmnnaitre I'échelle de mesure

On peut « transformer » toute expérience aléatoirgualitative en variable aléatoire discrete

Par exemple la réponse a un traitement :

» E ={succes ; échec} : c’est uagperience qualitative

* Sion pose X(succes) = 1 et X(échec) =dh aE = {0 ; 1} : c’est unevariable aléatoire
discrete

Définir la loi de probabilité d’'une expérienceconsiste a définir 'ensemble de ses événements
élémentaires puis a quantifier, pour chaque résultgpossible, une quantité définissant « la
chance » de survenue de chacu@n I'appelle lgprobabilité de I'événement élémentaire x
définie par :

Py(x)=P(X=x)= > p

X (e )=x

B. Loide Bernoulli
La loi de Bernoulli, notéeB(p), est une lodiscréte, deparameétre p (0 < p < 1), définie par :
- E={0;1}
- P(X=1)=p
DouP(X=0)=1-p
Comme les résultats possibles sont des nombingseut synthétiser la loi de probabilité par des

quantités synthétiques numériquesLa position moyennecorrespond adspéranceet la
dispersiona lavariance.




C. Espérance
1. Espérance de X

L'espérance de >est notéd=(X). C’est lebarycentre des valeurs de X affectées de leur
probabilité. Ce n’est pas nécessairement une valeur de Bn trouve comme synonymes la
moyenne de Xou lavaleur attendue de X Elle est donnée par la relation :

E(X)=Y xXP(X=x)=3Y x,Xp,

x€E x;€E

2. Espérance d'une loi de Bernoulli

L'espérance d'une loi de Bernoulli est forcénoembprise entre 0 et 1LComme P(X=1) =p,ona:

E(X)=0x(1-p)+1xp=Pp

Le parametre p de la loi de Bernoulli est larobabilité que X = 1. C’est égalementdspérance
de la loi.

3. _Espérance de h(X)

Soit unefonction linéaire de X alors :
E(aX+b)=aE(X)+b

Soit h(X), unefonction quelconque de Xon a:
E(h[X])= ¥ h(x)xP(X=x)

X€E

On a aussi plus généralemqrE (aX +bY)=aE(X)+bE(Y) |, avecX et Y deux variables
aléatoires définies sur le méme univers et a et led réels

D. Variance
1. Variance de X ou Dispersion

La variance de X oudispersion, est lespérance d'un carré Elle ne peut étrgue positive ou
nulle, sachant qu'une variance nulle impligue nécessaimeque tous les événements élémentaires
sont identiques a lI'espérance. Elle est donnéka palation :

Var(X)=E[(X—E[X])?]
D'oil Var(X)=E[x2+E(X)2—2XE(X)|=E(X2)+E(X)2—2E(X)XE(X)
Donc Var(X)=E(X2)—[E(X)]?
avec E(X2)= 3 x2XP(X=x)

X€E




Plus généralement, on a : V (aX)=a2V(X)
V(X+b)=V (X)
V (aX+b)=a2V(X)

Si X et Y, deux variables aléatoires, sont indépengtes on a :

'V (@X+bY)=azV (X)+b2V(Y)

Attention !

Ne pas confondre moyenne expérimentale ou empirigue/ec moyenne ou espérance d'une

variable aléatoire.

- Lamoyenne expérimentaleestmesurée sur un échantilloret a pour but ddécrire la
position des seules valeurs de I'échantillortlle est utilisée pour desatistiques

1 :
DESCRIPTIVES doncconcrétes Elle est donnée pam= X:ﬁz X; [Nous étudions un

échantillon dont on connait certaines donnéesg®elxploite pour les caractériser]

- Lamoyenneouespérance d’'une variable aléatoiréndique laposition de la distribution de
probabilité d’'une expérience aléatoirevaleurs numerigues Elle correspond non a quelque
chose de concret mais plus a pnévision [on essaie de prévoir les valeurs les plus aptes a

tomber} Elle est donnée parE (X ):XEE XXP(X=x)

- ldem pour les variances...

2. Variance d'une loi de Bernoulli

Nous sommes dans ulee de Bernoulli, donc I'ensemble des cas possible®est 1 on a:
P(X=1)=E(X)=p et Var(X)=E(X2)—[E(X)]2

Ou E(X?2)=0xP(X=0)+1:xP(X=1)=p

Donc :

Var(X)=p—(p?)=pX(1-p)

La variance de la loi de Bernoulli est le prod@s grobabilités que X =0 et que X = 1.

E. Ecart-type de X

L'écart-type de Xest la acine carrée positive de la variangegu'on note vVar(X) . Elle est
donc donnée par la relation :

v pX(1-p)




F. Fonction de répartition

La fonction de répartition d'une variable aléatoire X, notéeF, estdéfinie sur R par :

F(x)=p(X<x)= 3% P(x)

X; <X

La fonction de répartition d'une variable aléatgjuantitative discréte estmonotone croissante

enmarches d'escalieret on a 'M F (x)=0 ¢t lim F (x)=1
Fy(x)
I T
o
-
o

G. Quelques définitions
1. La médiane

La médianeest définie telle quE(médiane) = 0,5

2. Le mode

Le modeestla valeur de x correspondant au plus grand effectifc'est le x tel que y est le plus
grand possible).

3. Symétrie, dissymétrie et position relative dia
meédiane, de la moyenne et du mode

La distribution de la variable aléatoire peut &yeétrigue. On dit qu'elle esinimodale. Dans ce
cas,mode, médiane et moyenne coincident




La distribution de la variable aléatoire peut aésedissymétrique, a droite ou a gauche

Si elle esdissymétrique a droite (doncmode a gauche et « queue » a dro)teon a,de gauche a
droite, d'abord le mode, puis la médiane au milieet enfin la moyenne a droite

Si elle esdissymétrique a gauchddoncmode a droite et « queue » a gaucheon a, toujoursle
gauche a droite, d'abord la moyenne, puis la médianau milieu et enfin le mode a droite

« Si distribution dissymétrique

a droite a gauche
mode < médiane < moyenne moyenne < mediane < mode

Histogramme

Ce document, ainsi que l'intégralité des cours BRbnt disponibles gratuitement sur
http://coursplbichat-larib.weebly.com/index.html




