Cours N°2: Probabilités conditionnelles,
Indépendances, somme et expérience de variables
aléatoires discretes

|.  Probabilités conditionnelles
A. Définition

On appellgrobabilité conditionnelle de A sachant (si) Bavec P(B) > 0)

P(ANB)

P(A/B)="F5rg;

P(A/B) peut s'écrie ausBg(A).

Attention : la loi conditionnelle est une loi de probabiliégdle vérifie notamment les axiomes de
calcul des probabilités!
- P(A/B) estoujours compris entre O et 1

- P(A/B)=1-P(A/B)

[Le sachant B, ou si B, signifie que I'on sait ddest obligatoirement réalisé (ou on le considere).
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Il est possible de réaliser un petit tableau biexigue lors de I'étude de deux événements vis-a-vi
de l'indépendance ou pas. Soit A et B deux événenakstincts :

A A
B P(ANB)=P(A/B)xP(B) P(ANB)=P(A/B)xP(B) P(B)
P(ANB)=P(B/A)xP(A) P(ANB)=P(B/A)xP(A)
B P(ANB)=P(A/B)xP(B) P(ANB)=P(B/A)xP(A) P(B)
P(ANB)=P(B/A)xP(A) P(ANB)=P(B/A)xP(A)
P(A) P(A)




[Vous avez sur le tableau toutes les informationsedtre. C'est un tableau assez « long » a faire
mais il se révele trés efficace quand par exengfEdbleme qui est a résoudre donnera plusieurs
guestions, avec une étude globale des donnéesoEnfagites le quand vous voyez que le probléme
est assez long, et qu'il y a plusieurs questions.

Vous voyez bien ce que vous avez, ce que voug pasvet comment l'avoir rapidement.

En faisant P(A) x P(B) et en le comparant a P(B), vous voyez si les événements sont
indépendants. Si c'est le cas, P(A) x P(B) et®P@) sont équivalents. Vous pouvez faire la méme
chose avec les autres cases.]

B. _Application en médecine
1. _Sensibilité

La sensibilité d’'un signe pour une maladie M espl@portion de malades(doncsachantque la
maladieM est présentg)armi ceux qui ont le signe On peut la noter de la fagon suivante :

P(SNM)

Se=P(S/M)= P(M)

Donc, pour calculer une sensibilité en étudiangroupe de personnes, on fait le rapport des
personnes qui sont malades et qui présententrie sigr le total des malades.

Se= nombre de personne malade:et présentan! ' unique signe
nombre de maladesau total

2. Specificité
* La spécificité d’'un signe pour une maladie M est la proportiomde malades(doncsachant
que le sujet esain) parmi ceux qui n'ont pas le signeOn peut la noter de la fagcon suivante :

Donc, pour calculer une spécificité en étudiangroupe de personnes, on fait le rapport des
personnes qui ne sont pas malades et qui n'‘omé gae sur le total des personnes non malades.

__nombre de personne non— malade:etne présentan pasl ' unique signe

S
P nombre de nor- malades autotal

Attention: si P(M) change, la sensibilité et la spécificité nehangent pas [voir ses tableaux]



3. Valeur prédictive positive (VPP)

La valeur prédictive positive correspond a lproportion de malades_parmiceux qui présentent
un signe donnéElle est notée :

P(MNS)

VPP=P(M/S)= 5 (S

Elle est utilisée par le médecin pour trouverdiagnostique juste Si la VPP est trés grande, des
gue le sujet présentera le signe donné, le médecindirectement orienté vers la bonne maladie.
Donc pour calculer une VPP, en étudiant un grogppeaiisonnes, on fait le rapport des personnes
gui sont malades et qui ont le signe sur le nordbrpersonnes ayant le signe.

nombre de personne malade: et présentan| ' unique signe

VPP= ——— _
nombre de personnesayant | 'unique signe au total

4. Valeur prédictive négative

La valeur prédictive négativecorrespond a lproportion de malades_parmiceux qui ne
présentent pas le signe donnélle est notée :

P(MNS)

)

Donc pour calculer une VPN, en étudiant un grouppeatsonnes, on fait le rapport des personnes
qui ne sont pas malades et qui n‘ont pas le signie siombre de personnes n‘ayant pas le signe.

VPN=P(M/S)=

:E <
%)

nombrede personne non— malade: etne présentan pasl' unique signe

VPN= - — .
nombre de personnes ne présentant pas!' unique signe autota

Cas d'un test guantitatif : c'est un test ou lI'on considérera le patientrnerprésentant le signe s'il

a une donnée inférieure ou supérieure a un cestaiihdéterminé. Par exemple, une personne qui a
une glycémie a jeun de plus de 1,209 présentghe sliabéte. Cela ne veut pas dire qu'il est
forcément diabétique, mais il en a de grandes @sanc

Pour ce genre de test, le schéma ci-dessous peuttiés :
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A droite du seui[le gros trait vertical noir], les personnes présentent le signe, A gauchs,redlée
présentent pas. Les deux courbes représententalesbpités. Il est donc peu probable d'étre
malade quand on ne présente pas le §igmqui est plutdt rassurantPJtilisez ce schéma pour faire
le changement de se(iga tombe souvent]

Si onaugmente le seujlon voit de suite que MPP diminue et que 1aVPN augmente On
remarque aussi que la probabilité de présentégie sliminue et donc la probabilité présenter le
signe et étre malade diminue. Comme la probahilé&e malade ne change pas (la courbe de M
reste inchangée quel que soit le seuil), on contbbéem que laensibilité diminue également.

C. Corollaires

P(ANB)
P(B)

D'apreés la relationP (A/B)= , on définit la probabilité de I'événement AET B :

P(ANB)=P(A/B)xP(B)=P(B/A)XP(A)

1. Formule des probabilités totales

Tout d'abord, on peut toujours décomposer A seél@ufvenue ou non de B :
A=(ANB)U(ANB)

On en déduit :

P(A)=pP(AnB)+P(ANB)=P(A/B)XP(B)+P(A/B)xP(B)

Se trouve en gras farmule des probabilités totales Cette formule se géneralise a toute partition
(Bi) (I'événement en lui-méme et son contraire gprample, comme ci-dessus, avec Bt ].) :

P(A)=Y P(ANBi)=Y P(A/Bi)xP(Bi)

2. Théoreme de BAYES

Le théoréme de Bayegst intéressant pour la VPP, il est donné pagl&ion :

P(B/A)XP(A)
(B/A)YXP(A)+P(B/A)XP(A)

P(A/B)=-5

[Pour arriver a cette formule la, c'est pas biemyadiqué. On part de la formule de base de la
P(ANB)
P(B)
On remplace ensuite le numérateur par le tout peerorollaire débouchant de la formule de la
probabilité conditionnelle P(ANB)=P(A/B)XP(B)=P(B/A)XP(A)
Enfin, on remplace le dénominateur par la formuts grobabilités totales
P(A)=P(ANB)+P(ANB)=P(A/B)xP(B)+P(A/B)xP(B) {¢ca marche pareil avec P(B)}
Et on obtient bien ce qui est proposé par Bayes...]

probabilité conditionnelle P(A/B)=



Il ne faut pas confondre probabilité conditionnelleet probabilité d'une intersection!

- Laprobabilité conditionnelle est une proportion de sujets présentapaAni les sujets qui ont
présenté B.

- Laprobabilité d’'une intersection est une proportion de TOUS les sujets qui ontqmi&sAET

B.

Il. Indépendance en probabilité

L’ indépendancesignifie que la connaissance mdalisation (ou la réalisation tout simplement)
d’'un événement donné ne modifie en rien la probahié de survenue d'un autre événement

P(A)=P(A/B)=P(A/B)

Dans le cas contraire, A et B ne sont pas indépagada

Deux événements A et B sont indépendants en pidBatiiet seulement si

P(ANB)=P(A)xXP(B)

En effet, P(ANB)=P(A/B)xP(B)=P(B/A)xXP(A)

Si A et B sont indépendants :
P(ANB)=P(B/A)xP(A)=P(A)XP(B)
P(ANB)=P(A/B)xP(B)=P(B)xXP(A)

A et B sont indépendants si A etB sontindépendants
A et B sont indépendants si A et B sont indépendants
A et B sont indépendants siA et B sontindépendants

Si A et B ne sonpas indépendantson dit qu'ils sonliés ou associés

Il ne faut pas confondre événements incompatibles événements indépendants !
- Lesévénements incompatiblegou exclusifs) ne font pas intervenir leur prolighills ne
peuvent se réaliser en méme temps

A

lls sont caractérisés par la relation :
P(AUB)=P(A)+P(B)

- Lesévénements indépendantsont liés a leur probabilité. Les deux peuvenirseluire méme
temps maiga réalisation d'un événement n'a aucune incidencgur la réalisation du second
événement Pour rappel, ils sont caractérisés par la redatio

P(ANB)=P(A)xP(B)




De plus,deux événements incompatibles ne sont, en régle sgadépendants En effet, siAet B

sont incompatibles,P(AN B)=0 . Pour regarder s’ils sont indépendants, il fauifieé¢ que
P(ANB)=P(A)XP(B)

Donc, A et B incompatibles ne pourront étre indépettants que si P(A) =0 ou P(B) =0 (ou les
deux).

IIl.  Variables aléatoires discretes indépendante

A. Loi de probabilité conjointe

Soit X et Y, deux variables aléatoires discrétes glconques On définit laloi de probabilité
conjointe de X et Ypar :

P(X=x;Y=y)

Ce qui revient a donner la probabilité que X EXY =y pour tout couple (X ; yjpn sous entend
une intersection] Cette loi conjointe de X et Y est souvéaiiulée

X1 A2 son [REXI - La somme des colonnes
Y=y1|P(X=x1,Y=y1)|P(X=x2,Y=y1) P(X=xi,Y=y1) } de |a 1ére ligne donne
Y=y2 |P(X=x1,Y=y2) |P(X=x2,Y=y2) P(X=xi,Y=y2) P(Y=y1)

Y=yj |P(X=x1,Y=yj) |P(X=x2,Y=yj) P(X=xi,Y=vy])

La somme des lignes de
la 1ére colonne donne
P(X=x1)

La loi de X et la loi de Y sont donc obtenues g@nmation des margefune marge étant un des
rectangles de la tabulation]on dit que ce sont légis marginales

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendées, alors pour tout couple (X ; Vg loi
conjointe est le produit des lois marginales

X=X Xex2  ex

Y=y [POEx1.Y=y 1) [POEx2Y=y1)| |[POEX.Y=y1)

Y=y2 [POEx1.Y=y2) |POEx2.Y=y2)| |[POEXi.Y=y2)

Y=yj [POEx1,Y=y)) |[POEx2.Y=y)) | dP0Exi,Y=y) P P(Y=Yi)

/ P (X=xi)

P(X=xi;Y =yj)=P(X=xi)XP(Y=yj)




B. Espérance d’'une somme de variables aléatoires

Soient X3, X, ..., X, des variables aléatoires quelconque®n a :

E(X;+X,+...+ X, )=E(X,)+E(X,)+...+E(X,)

L'espérance d’'une somme de variables aléatoires @sujours égale a la somme des
espérances

Plus généralemergj X et Y sont deux variables aléatoires définiesisle méme univers on a,
pour a et b réels :

E(aX)=aE(X)
E(aX+b)=aE(X)+b
E(aX+bY)=aE(X)+bE(Y)

C. \Variance d'une somme de variables aléatoires

Soient X, X5, ..., X, des variables aléatoires indépendante®n a :

Var( X+ X,+...+ X ,)=Var(X,)+Var(X,)+...+Var(X,)

La variance d’'une somme de variables aléatoires edgjale a la somme des variances
uniqguement si les variables sont indépendantes

Plus généralement, Si a et b sont réels, on a :
Var(aX)=a2Var (X)
Var(aX +b)=azVar(X)
Si X et Y sont des variables aléatoires indépendaes:
Var(aX+bY)=a2Var(X)+b2Var(Y)

V. Exemples de variables aléatoires discretes
A. Loi Binomiale

Pour rappel, la loi dBernoulli, de parameétre p, est une expérience avec seuleimexnissues
possibles 0 et 1, en considérant que 1 est le succes € gael'‘échec. On note
P(X=1=succes)=p

La loi Binomiale, de parametre® ; p), est uneépétition de n expériences de BernoulliOn
poseX variable aléatoire donnant le nombre de succes tdnusau bout des n expériences
(X €N) . En utilisant les mémes notations, la loi Binomiast alors caractérisée par la relation :

P (X =x)=(3) p*(1-p)'"=C” p"(1-p)"”

[Attention a la notation de la prof ! Les deux suatables.]



L'espéranceet lavariance d'uneloi Binomiale sont :

E(X)=n><p\

Var(X)=nXxpx(1— p)\

La loi Binomialemodélise le nombre de succés parmi n épreuves inggmlantes(un peu comme
un pile ou face).

[Allez page 7du formulaire. Pour calculer une probabilité, ,aomencez d'abord par prendre votre
bon parametre p, probabilité de succes. Ensuiteratiez le bon paramétre n. Enfin, terminez par
choisir le nombre de succes et lisez dans le tableaaleur correspondante a la probabilité
d'avoir ce nombre de succes, compte tenu des p&esijée

B. Loi de Poisson

La loi de Poisson est unvariable aléatoire discretede parametre A, qui estsupérieur a Q Elle
est donnée par la relation :

i A
_ _ 2
P(X=x)=e Tl

L'espéranceet lavariance de laloi de Poissorsont :
- E(X)=2
- Var(X)=2

La loi de Poisson modélise le nombre de succes (geents) dans le cas ou ces événements
sont indépendants et de faible probabilité. On I'apelle aussi la « loi des événements rares

]
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La loi de Poisson de parametre=nX p est aussi unapproximation de la loi Bin(n,p). Elle est
valide dés que est « grand » et que p est « petit(p << 1).

[Quand p est négligeable, comme c'est le casiick p et nxXpXx(1—p) sont équivalents, ce
qui expliqgue qued'spérance et la varianadune loi de Poisson soielat méme]

[La principale utilité de la loi de Poisson est di@oximer la loi Binomiale, car une loi de Poisson
est plus simple a utiliser qu'une loi Binomiale...]

La sommede n variables aléatoires de Poissmiépendantesde parametre respeciif
(aveci=1, ..., nkuit une loi de Poisson de parametrE A.

[Pour calculer une probabilité issue d'une loi deigson. Aller page 3.
Choisir son bon paramétre Puis enfin chercher sa valeur de x ou de k quredherche, et lire la
valeur dans le tableau...]

Ce document, ainsi que l'intégralité des cours Bbnt disponibles gratuitement sur
http://coursplbichat-larib.weebly.com/




