Cours N°4: La loi Normale

|. Définition

La loi normale, ouloi de Laplace-Gaussouloi de Gauss de paramétre et,est définie surlR
par la densité de probabilité suivante :

12n expl _(;;ZH)Z]

f(x)=

Avec :

- f>0et | f(dx=1

- M estlespérancede X.
- o est lécart-type de X.

- o2 est lavariance de X.

Lorsque X suit une loi normale de parametret 1, notée X ~ N (1g?), la densité de probabilité
décrit unecourbe symeétriqueautour de son espérance..On dit que c'est une courkesn
cloche »
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II. Fonction de répartition

La fonction de répartition est toujours définie par la méme formule :

En intégrant la densité de probabilité de la lonmale, on peut définir plus précisément F(x) :

F(x):j. 1 exp[_(t_“)z]dt
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La fonction de répartition d'une loi normale esalégientcontinue etcroissante de 0 al
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Cependant, son calcul nécessite une intégratiomploguée. Pour le simplifier, or standardise»
X, par l'intermédiaire d'uchangement d'échellgafin d'obtenir uneariable sans unité

lIl. Standardisation de X

La standardisation de Xs'effectue en 2 étapes :

- On«ecentre» X, en luisoustrayant son espéranceOn obtient ainsK — E(X) ouX — .

- On«réduit » X —p [ce qui revient a réduire X puisque Var(X + b) =r¢d)], endivisant par
son écart-typee.

On obtient ainsi ungouvelle loi standardiséeque I'on nommé&, définie par :

Z est aussi une loi normalear «toute combinaison linéaire de variables aléatoiresormales
est une variable normale »




On peut calculerd'spérance de Z

E(%FE(%X—%) et on a toujours E(aX+b)=aE(X)+b
D'oll E(X_”):lE(x)_ﬁ:ﬁ_ﬁ:
o o o o o

Puisque Bspérance est nulleon dit queZ est «centrée».

On peut également calculendariance de Z:

Var(x_“):Var(

- X—g) et Var(aX+b)=a2Var(X)

R X—w, 1 o? 1
! V =—V X)=—=
D'ou Var( ) > ar(X) )

Puisque la variance est égale a 1, on dit4jast «réduite ».

Pour résumer, si X suit une loi normale d'espéraretede variance 2[X ~ N(u ; ¢ 2)], alors Z,

, . X — . . ; : )
donné par la relatlonZ=T’u , Suit une loi normale eépérance Get devariance (et d'écart-

type)1 [X ~ N(O ; 1)]
On parle ddoi normale standard ou deloi normale centrée réduite

I\V. Calculs de probabilités

[Ouvrir son formulaire a la page 4 et la lire]

X_
Notre valeur deT“ est &, :on cherche donc, dans le tableau, la valeyr la plus proche

X— . . . o
de Tu puis on lit ensuite laaleur a correspondante(avec les dixiemesaldans la colonne de

gauche et les centiemes dans la ligne du haui [etant une probabilité, elle ne dépasse pas 1)).



« Si ¢,<0 ;on prend lvaleur positived' &, [grace a la symétrie de la courbe de Gay]
on lit lavaleur d'a correspondante[dans le tableau] La probabilité que I'on cherche correspond a

a
la valeur —
2

« Si £,20 ;onprend lavaleur d¢, eton lit lavaleur d'e correspondante La probabilité
a

que I'on cherche correspond a la valeli 5

+ Si ¢,=0 , la probabilité que I'on cherche €s5.

- Si on cherche a calculer une probabilité telle queP (X =x) ;ona:

1-F (X)=P(X=X)=P(X —p=x—u)=P( X—p X—H,
9 o

+ Si ¢,<0 ;on prend lavaleur positived' &, et on lit lavaleur d'a correspondante La
a

probabilité que I'on cherche correspond a la valéur 5

+ Si £,20 ;onprendlavaleur de, eton lit lavaleur d'a correspondante La probabilité

. R a
que I'on cherche correspond a la vaIeEJr

+ Si ¢,=0 , la probabilité que I'on cherche €s5.

- Si on cherche & calculer une probabilité telleup P (X <|x|) ;ona:

X—u

P(X<[X)=P(X—pu<|x—p[)=P(
X—H )

o

<
o

ﬂ‘)

=P(Z<

« Si ¢,<0 ;on prend lvaleur positived' &, et on lit lavaleur d'e correspondante La
probabilité que I'on cherche correspond a la valgur a

e Sj £,>0 ; on prend la valeur d'ga et on lit lavaleur d'e correspondante La probabilité

que l'on cherche correspond a la valeél¥a



- Si on cherche & calculer une probabilité tellewe P (X =|x|) ;ona:

P(X>[X)=P (X —p=|x—p)=P(X=H>
X=H|)

o

ﬂ‘)

o

=P(Z>

* Si ¢,<0 ;on prend lavaleur positived' &, eton lit lavaleur d'a correspondante La
probabilité que I'on cherche correspond a la valeur

* Si ¢,20 ;onprendlavaleur dg, eton lit lavaleur d'a correspondante La probabilité
que I'on cherche correspond a la valeur

Utilisation de la table statistigues 2lgpage 5 du formulaire]

Cette table est super pratigsides deux conditions suivantes sont réunies

Votre &, , que I'on appeleraiciX, , estplus ou moins rond(ou du moins multiple de

0,05).
Vous cherchez une probabilité telle qu(X <x) ou P(X>Xx)

Si on cherche a calculer une probabilité telleug P(X <X) ;ona:

Si Xﬂ<0 ; on prend lavaleur positivede X, et on lit lavaleur dep correspondant. La
probabilité que I'on cherche correspond a la valgur

* Si Xﬂ>O ; on prend la valeur deX, et on lit lavaleur dep correspondante La probabilité

que I'on cherche correspond a la valels f

- Si on cherche a calculer une probabilité telle queP (X >X) ;ona:

e Si Xﬂ<0 ; on prend lavaleur positivede X, eton lit lavaleur dep correspondante La
probabilité que I'on cherche correspond a la valdur £

e Si Xﬂ>0 ; on prend la valeur deX,; et on lit lavaleur dep correspondante La probabilité
que I'on cherche correspond a la valegr

Remarque: P(X=x)=0!

Toutes ces probabilités s'expliquent en regardanten se plagant sur les schémas, a condition
de se rappeler que l'aire sous la courbe fait 1.



Un petit schéma qui va grandement vous faciliter kecalculs.
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Ainsi,on a:

. P(Z<u—26)=0,02¢
Z<u-0)=0,1¢€
Z<u)=0;
Zzu)=0,t
Z>u+0)=0,1¢€

- etc...
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On peut en déduire d'autres probabilités simplesculer :

- P(zZ<|u—0|)=0,6¢

- P(Z>|u—20])=0,0

- P(Z>p-06)=1-0,1€=0,8
- efc...

V. Intéréts de la loi Normale

On utilise la loi normale pour des raisons :

- Mathématiques La loi normale est entierement déterminée pax gewametresy(; o?)

- Statistiques De nombreuses statistiques de test suivent lddanale.

- Lessommes de variables aléatoires indépendantes de m&tai quelconque suivent la loi
Normale par l'intermédiaire dithéoreme Central Limite (TLC) [que vous verrez au cours
suivant].




VI. Quelques approximations par une loi Normale

A. Approximation d'une loi Binomiale par une loi
Normale

Si np=5 ET n(1-p)=>5 alorsla loi Binomiale de paramétres (n ; p) peut étre aprochée
par la loi Normale :

- Demoyenne u=np
- Devariance ¢?2=np(1-p)
- D'écart-type ¢=vnp(1-p)

B. Approximation d'une loi de Poisson par une lo
Normale

De mémesi A est suffisament grand(généralement supérieur a B)Joi de Poisson de
parametre A peut étre approchée par une loi Normale

- Demoyenner
- Devariance,
- D'écart-type V1

Ce document, ainsi que tous les cours P1, sont alidples gratuitement sur
http://coursplbichat-larib.weebly.com




