COURS N°5: n-Echantillons.

Un n-échantillon (Xy, X,, ..., X,) est défini par uensemble de n variables aléatoires
indépendantes et de méme Iqc'est desépétitions indépendantes d'une méme expérienge
On dit que les variables aléatoires sodgépendantes et identiguement distribuéegid).

Le n-échantillon va nous permettre d'effectueridEsences statistiguegon va pouvoir tirer des
conclusions statistiques a partir d'hypothesesstigties]sur ungpopulation inconnue

Cependant, le plus souvent décrire la loi de prifibgdu n-échantillon ne présente pas d'intérét en
soi. Ce qui nous intéresse, c'edblade la somme des n variables aléatoirgd X;) ou laloi de la

: . o 1
moyenne des n variables aléatoires X :FZ Xi).

. Somme de n variables aléatoires indépendantes

Soit S, I'addition de n variables aléatoires indépendantes;Xdemoyenne E(X)et devariance
Var(X) . On peut utiliser les formules suivantes :

S =X+ X,+..+ X,

E(S,)=E(X X)=Y E(X)=nXE (X)

Var(S,)=Var (i xi):i Var(X,)=nxVar (X)

[on peut utiliser cette simplification pour la varice car les Xsont indépendantes]

[Par exemple, la somme de n variables aléatoirdgprendantes de Bernoulli donnent une loi
Binomiale d'espérance np et de variance np(1 — p).

La somme de n variables aléatoires indépendantéoason donne une loi de Poisson
d'espérance het de variance h

La somme de n variables aléatoires indépendantasales donne une loi normale d'espérange n
et de variance ¢%.]

Attention : il ne faut pas confondre somme de n variabléataires indépendantes
( S,=X,+X,+..+X, ) avec une affectation d'un coefficient multipl@at pour une variable
aléatoire ( Y =nXxX; ).

[Remarque si Y est lassomme de n variables aléatoires indépendantes desSi, centrées et
réduitestelle que :

Alors Y suit ldoi du chi 2a (n — 1) degrés de libert®oir dernier cours de statistiques.]



. Theéoreme de la Limite Centrale(TLC) ou
Théoreme Central Limite

A. Définition

Si on prench variables aléatoires X indépendantes et identiguement distribuée§id),
d'espérance E(X)et devariance Var(X), alors« quelque soit la loi de X, la loi de Sconverge
toujours vers une loi de Gauss quand n tend vergrfini . »

S, suit alors undoi normale, d'espérancaE(X) et de variancaVar(X) {Sn ~ N[nE(X); nVar(X)]}
C'est undoi approchée qui est_meilleure quand n est grand

B. Conditions d'application du TLC

1. Si X est continue

Si X est continue l'approximation gaussienne est raisonnable sinh =30

2. Si X est binaire

Si X est binaire [deux valeurs possibles pour I'expérience aléajoifapproximation gaussienne
est raisonnable sinXp ET npXx(1-p)=5

Remarque: il existedeux approximations pour la loi Binomiale:

- On peut approximer la loi Binomiale par uneNormale, par l'intermédiaire dUiLC, si
nxp ET ngx(1-p)=5 .
- On peut approximer la loi Binomiale par unede Poissonsi p est petit et si n est grandon
parle ddoi des événements rargs

[On utilise ensuite la loi Normale comme on saitfigire pour résoudre les problemes].



1. Moyenne de n variables aléatoires

A. Définition

Soitn variables aléatoires X indépendantes et identiguement distribuéesiemoyennep et de
variancee2 (X; + Xp + ... + X))
M, sera lanoyenne de ce n-échantillosi elle est caractérisée par la formule suivante :

M = o (Xt Xot. 4 X,)
"N n

M, est uneVARIABLE ALEATOIRE

my est une/ALEUR PARTICULIERE  que prend Mn sur un n-échantillon particulier.

Remarque: uneproportion est unenoyenne En effet, mesurer une proportion, c'est compter
les événements sur n répétitions d'une expéridiatoae, et les rapporter aux nombres de
répétitions.

B. Espérance de la moyenne d'un n-échantillon

E(S,)=E(X,+X,+..+ X, )=E(X,)+E(X,)+..4+ E(X,)=nX E(X)
Car tous les X sont équidistribuésfet donc ont la méme espérance E(X)]

E(S,) nxE(X)
n  n

=E(X)

d'ou :




C. Variance de la moyenne d'un n-échantillon

Vaf(Mn)ZVar(%)zw

Var(S,)=Var( X+ X,+...4+ X, )=Var(X,)+Var(X,)+...+Var( X,)=nXo?
Car tous les X sont équidistribués et INDEPENDANTS[et donc ont la méme
varianceos?]

var(S,) nxe?_o?
n? n2 n

D'ou :

Var(X)

Var(M )= .

D. Loi de la moyenne des n variables aléatoires

1. Loi de la moyenne de n variables aléatoires
gaussiennes indépendantes

Soit X; des variables aléatoires gaussiennes indépendantésspérancen et devariance o2.
« Toute combinaison linéaire de variables aléatoigegaussiennes est une variable aléatoire
gaussienne >doncM,_suit une loi normale

Onavu que E(M_)=E(X)
Dans ce cas, on &(M )=E(X)=pu

Var(X)
n

_Var(X)_f

Dans ce cas, on ¥ar(M )= P

On avu queVar(M )=

. : , : o? o2
DoncM,, suit une loi normaled’'espéranceu et de variance "y [MNn ~ N (u; ry )]

C'est undoi exacte de M (il n'y a pas d'approximation).




2. Loi de la moyenne de n variables aléatoires no
gaussiennes (indépendantes)

Soit X; des variables aléatoires indépendantatespérance E(X)et devariance Var(X).

On utilise IeTLC : « quelque soit la loi de X, la loi de Mconverge toujours vers une loi de
Gauss quand n tend vers l'infini »

[On rappelle que pour legariables aléatoires continued faut que n=30 et pour lesvariables
aléatoires binairesil faut que nxXp ET npXx(1-p)=5 ]

Var(X)
n

DoncM,, suit une loi normaled'espérance E(X) et de variance
Var (X)

[Mn ~N (E(X) ; )]

C'est undoi approchée de M (et cette approximation est meilleure pour deswal de n élevées,
carla variance sera d'autant plus petite que le n sergrand).

V. Intervalle de pari (ou de fluctuation)

A. Définition

On appellantervalle de pari, deniveau 1 —o (ou aurisque a) de X (variable aléatoire),
lintervallecentré sur I'espérance de Xoour lequel P(a<X<b)=1-«
Ainsi, l'intervalle de pari s'écrit :

lP 1—a( X )=[ Hi8a6]=[ u_gaa ; u+8a6]
[On peut aussi remplacerpar vVar(X) , c'est la méme chose !]

Remarque: Généralement, on fait des intervalles de Pariideau 95%, ou derisque 5%, et
I'€, correspondant est de 1,98@ir formulaire]. On arrondit cette valeur a 2 eton a:

IP o (X)=[u+26]=[—20; u+20]




B. Largeur de l'intervalle de pari de niveau 95%

La largeur de l'intervalle de pari, notée généralemepst définie par ldifférence entre la borne
supérieure de l'intervalle et la borne inférieure @ l'intervalle :

| = borne supérieure — borne inférieure

A partir de cette définition, on a :

|=2¢,06

C. Précision de l'intervalle de pari de niveau %%

La précision d'un intervalle de pari correspondéctrt a la moyenneElle est définie par la
relation :

précisior=¢_ o

Remarque: Pour les intervalles de pari deoyenne de variables aléatoiresjui a pour

Var(X)
n

ecart-type ona:

1Py (M) =2y YAX) W 2@]

Ainsi, on va pouvoidéterminer la taille du n-échantillon nécessairgpour constituer une
certaine largeur, ou une certainprécision, d'intervalle de pasouhaitée

Var( X)
n

On partant del =2x2 (pour unintervalle de pari de niveau 95%), on arrive

mathématiquement a :

=22 var(x)

Pour laprécision, on a :

2 2
=(—————) Var(X
" (précisior) ar(X)

Ce document, ainsi que tous les cours P1, sontalidples gratuitement sur
http://coursplbichat-larib.weebly.com




