COURS N°6: Estimations

On peut rappeler que lbfostatistiguesont pour objectif d@rendre en compte la variabilité
interindividuelle , derésumer et décrire des donnéest decomparer des échantillons

Nous avons fait, durant les 5 premiers cours stsstiques descriptivesnous connaissions les
caractéristiques dgmpulations et nous avonsalculé des probabilités d'événementgour tenter
deprévoir certaines choses concernant éesantillons.

Nous allons maintenant réaliser géstistigues inférentielles c'est-a-dire qu'on varendre en
compte des résultats expérimentaux obtenus sur déshantillons pour tenter de généraliser
des données sur toute une population

C'est cette seconde partie de I'enseignement gi@ pls important et qui permet aux

biostatistiques d'avoir un@ace importante en médecingdans plusieurs domaines :

- Enrecherche clinigue ou I'on vaétudier et comparer des groupes de malades pour
généraliser des données sur une population

- Enrecherche diagnostiquepourévaluer la performance des tests ou des stratégies
diagnostiques

- Enrecherche thérapeutique pour :
» Pourévaluer la toxicité et I'efficacité de médicaments
* Pourcomparer les nouveaux traitements par rapport aux pecédents
* Poumprendre en compte la variabilité des réponses auxditements entre patients pour

adapter le traitement.

- Enrecherche pronostique pourévaluer ou prédire I'évolution des maladies sous

différentes stratégies thérapeutiques

[Je passe les rappels de la moyenne de varial@a®omes et I'intervalle de pari]

. Théorie de I'estimation

A. Introduction

Pour les intervalles de pari, on connait les valénéoriques de la moyenne et de la variance (ou de
I'écart-type).

En statistiques on a lgproblématique inverse: on a un échantillon de n valeurs et on veut en
déduire quelque chose au niveau d'une population.

Se posent alors les questions dprkcision de notre étude et detiille efficiente ou non de notre
échantillon.



B. Estimation statistique

L'estimation statistiqueconsiste abtenir le maximum d'informations d'un échantillon en vue
d'estimer un ou plusieurs parameétres inconnus dania population.

On se base alors sugdhantillon représentatif qui est ursous-ensemble de la population
d'étude constitué par tirage au sort(de facon aléatoire donc).

Cependant, souvent en médecine, on réaligehantillonnage « systématique fon va par
exemple prendre tous les patients d'un service)etc.

Soit un n-échantillon de X(Xi, X, ..., X)) (les X sonindépendantg dont on cherche le
parametred inconnu.

NB : 0 n'est pas une variable aléatoire !

Un estimateurde 0 est undonction des valeurs de I'échantillonOn le noteT ...

T,=T(X, X,...,X,)

A chaque fois qu'on tire un au sort un nouvel étham, I'application de la fonction T donne un
résultat difféerent : on parleadtimation de @ notéet,..

t,=T (X, X, ..0h X))

Les fluctuations d'échantillonnage de tsont liées aux valeurs x X, ... , % observées

C. Propriétés d'un estimateur

1. Biais d'un estimateur

Le biais d'un estimateur est l[Ecart entre la vraie valeur et la valeur indiquéeOn parle aussi de
déformation systématique Le biais d'un estimateur est donnée par la cglati

E(T,)-6

Un estimateur estans biaissi E(T,) = 0 : les estimations obtenues ne s'écartent paswtai&@a
valeur de fagon systématique.

Notre but est d'avoir un estimateur sans biais potre étude.



2. Variance d'un estimateur

La variance d'un estimateurcorrespond a ldispersion des estimationsElle est noté&/ar(T ,).
Quand les estimations sont peu dispersées, lancarisst faible.
Notre but est d'avoir une variance la plus basssiple.

Représentation du biais et de la variance
d’'un estimateur

Variance faible Variance élevée
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3. Convergence d'un estimateur

Absence
de biais

Un estimateur est dit_convergensi E([T ,, — 0]?) tend vers 0 lorsque n tend vers l'infini

E([T.—0]?) est lerreur quadratigue moyenne(car elle dépend du biais et de la variance) :

E([T,—0]2)=E(T,2)-20E(T,)+®=E(T,2)—E(T,)2+E(T,)2—20E(T )+ 62
D'apres la définition de variance, on a Vay& E(T.2) — E(T,)?
On remarque aussi que E@— DE(T,) + 62 = (E[T,] —0)? or E(T,) — 6 est le biais de I'estimateur.

Donc :

E(T,-0]2)=Var(T,)+(E[T, |-0)2=Var(T,)+biais?

D. Estimateur de la moyenng

Il est possible d'utiliseB estimateurs pour la moyennau :

_ Tn:)(1
L XXX

" (n—1)
gy XXXy

n n n



1. Estimateurl:T =X,

Pour cet estimateur, on a :

- E(M)=E(X)=pn ; douE(T,)—p=0
L'estimateur est dorgans biais

- Var(T,) =Var(X,) =062
- E(T.—n]? =062 (pas de biais)

Cette valeur ne dépend pas de n doncraleend pas vers 0 quand n augmenté'estimateur
n'estpas convergent

(X1 Xy X,)
(n—1)

2. Estimateur2: T, =

M Xn
Pour cet estimateur, équivalentf}\”— ,ona:
n—1)

_E(Mn)xn_ﬂxn
T ey
#xn u

L'estimateur est biais§E[T,] est différent dev). Le biais équivaut é(n—l)_ﬂ:(n—l)

Mnxn)_ o>Xn

- Var(Tn):Var((n_l) (n—1)2

2

_ ]2)= @2 XN H
- BT )= )

L'erreur quadratique moyentand vers 0 quand n tend vers @onc lestimateur est
convergent




3. [Estimateur3: T,=M =

Pour cet estimateur, on a :

- E(MTn) =E(Mn) = p
L'estimateur n'est pas biaise

2

- Var(T,)=Var(M n)=%

- E([Tn_”]2)=F

L'erreur quadratique moyenne tend vers 0 quand n tad vers Odoncl'estimateur est
convergent

Mn est donc ur bon » estimateur de la moyenngen tout cas le meilleur des 3).
La moyenne expérimentale m est une estimatiomnetedonc une réalisation de M.

E. Estimateur de la variance

A partir d'un n-échantillon, on prend unaiable aléatoireV, en tant q@stimateur de la
variance 62, définie par :

I ol 1 N
V=2 (XM =23 X P=nxM )

Une réalisation de Vn sur un échantillon est sianae « expérimentale » ou bien estimation de la
variance :

n

> 1
n_1i§l(xi—m) 1(Zx —nxm’)

[@ connaitre pour estimer des variances ! Cetterfule n'est pas dans le formulaire.]

S2=

Biais de l'estimateur:

E(V,) =L (T EIXI-nxE[M,2)

On sait qué/ar(X) = E(X?) — E(X)2 donc :
E(X?) = E(X?) = Var(X) + E(X)2 =02 + p2 donc Y E[X?]=n(62+ u2)=ne?+nu?
i=1



De la méme fagon :
2
E(M)=Var(M)+E(M J'=2-+u2

Donc
E(Vn)=ﬁ(éE[X?]—nx E[M nz]):ﬁ(nﬁz+nﬂ2—n[%+ﬂ2])=rll(n0'2+ 2 — 02— ry2)
EV,)= A1) =T =t
E(V n)=o'2
E(Vn)—-62=0

L'estimateur n'est pas biaisé

La variance expérimentale s2 est une estimatiote 62. C'est aussi une réalisatiomle V.

F. Estimateur d'une proportion

Soitwt la moyenne d'une variable de BernoulliL'estimateur dex est donné par :

S =(nombrede Xi=1)=(X1,X2,...,Xn)
n n n n

C'est un estimateur_non biaiséet convergent(il a donc les propriétés de Mn).

La proportion observée p est une estimationen. C'est aussi une réalisatiorde P

lI. Intervalle de confilance

Soit un échantillon X X, ... , X, d'une loi ayant un paramétienconnu.

On pourrait donner unestimation ponctuellede  a partir d'un estimateur. Mais cela njgss trés
satisfaisantpuisque I'estimation dépend de I'échantillon &t guiste de nombreuses fluctuations
d'échantillonnage.

On peut aussi donner umtervalle de valeurs possiblegou une « fourchette xje 6 pour donner
uneprécision a la valeur estimée



A. Définition

L'intervalle de confiance de niveau 1 -, notélC, _,, est unintervalle qui a pour probabilité 1
—a de contenir la vraie valeur.

(Si on calcule IG_,sur un nombre infini d'échantillons, alod€1C,_, dans une proportion de
1-acas.)

B. Intervalle de confiance pour la moyenne

Soit X une variable aléatoire_continuedéfinie paiE(X) = p etVar(X) = 62 On considere qu'on a
un grand échantillon et que@ =30 (on peut appliquer [ELC).

2
P (lu~MI<e, | Z)=1-a

On obtient kstimation par intervalle dey, ou l'intervalle de confiance dg en considérant que
est l'inconnueque queas? est estimé par sfle calcul est impossible sinon).

On sait que :

Sur unéchantillon de n valeurs on observe lanoyenne met lavariance s2 toutes deux
expérimentales pour calculetintervalle de confiance den de niveau 1 -a, ou de risquea (en
considérant quen=30 ) :

SZ
IC,_=[m=*e_ 4/ —]
N
Remarque: souventg = 5%et doncg, = 1,96= 2, d'ou :
SZ
IC o =[m=£2,4/—]
N




C. Intervalle de confiance pour une proportion

Soit X une variable de Bernoulli de parametr€©n admet qu'on est sur un grand échantillon et qu
nz=5 ET n(l-=n)>5
On sait que :

n(l—m)

P(lz—M|<e,
n

)=1l-a

On obtient kstimation par intervalle dem, ou l'intervalle de confiance dg en considérant que
est lI'inconnueque quer est estimé par p(le calcul est impossible sinon).

Sur unéchantillon de n valeurs on observe laroportion p expérimentale pour calculer
I'intervalle de confiance der de niveau 1 -a, ou de risquea (en considérant quexr =5 ET
n(l-=z)=>5 ):

p(l_ p)]

IC,_=|p=xe, -

Attention : Aprés votre calcul il faut vérifier les conditions de validité aux bones de
l'intervalle de confiance Avec vosdeux valeurs der limites x; etn,, il faut s'assurer que les
quatre termesnz, ; n(l-=,) : nz, ; n(l—=,) sonttous supérieurs ou égaux a5

Remarque: souventp = 5%et doncg, = 1,96= 2, d'ou :

_rnao. P(1=D)
IC 5= p£2 n ]

[formulaire page 2]

D. Largeur, précision et nombre de sujets nécesges
pour un intervalle de confiance

La largeur d'un intervalle [a ; b] vaut b — a.
- Pour intervalle de confiance d'une moyenngdalargeur | est donnée par :

S

| =2¢ —
“Jn

Elle dépend de st n.



- Pour Intervalle de confiance d'une _proportion lalargeur | est donnée par :

|=28a p(l_ p)
n

Elle dépend de pet de_n
(Pour diviser par 2 la largeur, il faut multipliempar 4).

Pour rappel, Iprécisioni est la demi-largeur

Nombre de sujets nécessaires pour avoir une préasi i donnée:

- Pour intervalle de confiance d'une moyenneon a :

£2XS2

=
n=z 2

« || faut se donner une valeur a priori pour s2
* naugmente avec s?

- Pour intervalle de confiance d'une proportion on a :

2
s aX p_(l— p)

|2

» || faut se donner une valeur a priori pour p.
* n est maximum pour p = 0,5

[Ces formules sont a connaitre ou a retrouver,sefle sont pas dans le formulaire. Il ne faut pas le
confondre avec le nombre de sujets nécessaireslgatests que nous allons voir plus tard !
Je passe sur la conclusion, tout est dans le cpurs.

Ce document, ainsi que tous les cours P1, sont aligples gratuitement sur
http://coursplbichat-larib.weebly.com




