Cours N°9: tests de comparaison portant sur deux
échantillons.

[Dans ce cours, je ne traite pas les nombreux extrapuitilisés par la prof pour
vous faire comprendre les buts des tests en voumadnt des cas concrets. ALLEZ
EN COURS, c'est important pour vous !]

|. Introduction

Pour savoir si des parametres different dans les pepulations, on s'intéresse a leur différence
A= Pa — .

On observe alors la différence entre les valeupg@mentales d = g+~ ms.

Si d est tres petit, on n‘aura pas envie de concjueA est différent de 0.

Si d est trés grand, on pourra penserAjast différent de 0.

Soit Xa et Xs deux variables aléatoires indépendantes aveg)E(Xa et E(G) = He.
On donne les moyennes expérimentaleetm;; et la différence des moyennes d =-mme.
Les fluctuations d'échantillonnage de d dépendesiiais de M et Mg avec D = M — M.
D= MA - MB
E(D) = E(Ma — Mg) = - s

6%, 07
Var(D) = Var(Ma — Mg) = Var(Ma) + Var(- M) = Var(Ma) + Var(Mg) = n—“+—B

A DNg

* Si X et Xs suivent des lois normales, D suit la loi normalelg que soientaret ns.

* Sin et n sont supérieurs ou égaux a 30, D suit une loi atgmuelles que soient les lois de
Xa et Xs.
6%, 0%g

D~ N(UA_UB;n_+_)

A DNg

lI. Test de comparaison de deux moyennes

A. Hypothéses

On réalise unest de comparaison de deux moyenne®n s'intéresse pour cela a wagiable X
continue. On dispose ddeux échantillons A et B indépendantsle n,=>3C et ng=>30
observations, avema moyenne expérimentale sur A&tmgs moyenne expérimentale sur B

X suit une loi quelconque de moyennedans la population A etspdans la population B.

On pose comme hypothéses :

_ HO:UA:uB
- Hi s # s




B. Construction du test

Sous H : Pa = .
On construit un test basé sur la distribution de-m sous H.

D= MA — MB
E(D) =t — e
6%, 0% .
Var(D) = n_+n_ (on estimesa? par s? etog? par s?)
A B
On travaille sur dgrands échantillons n,=30 et ng=>3C

Soit :

Sous H:
- E(Z)=0(car Ma— Mg =0)
_ varg= Ya(b)_,

2 2

Sa,Se
Na Ng

- Sion dispose dgrands échantillons( n,=30 et nNg=3C )

DoncZ~N(0; 1)
On forme la quantité :

m,—m
2=
San . Sg
Ny Ng

La zone de rejet de H est toujours la méme, lorsquiz|>1,9€

Il ne faut pas oublier lesonditions de validitédu test ! ( N,=>3C et ng=3C )

C. Calcul de la puissance

La puissanceest laprobabilité de détecter que les moyennes de A et @esont différentes si
elles le son{ P(rejetHy/H vraie) ).

C'est la probabilité quez|>1,9€¢ quand A et B sont différents (sAUB).

La puissance dépend d'umgpothese alternative spécifigueui dépend de la valeur (non nulle)

POUrA = pa — Je.




En reprenant la statistique du test :

Z:MA_MB
2 2
Sa, Se
nA nB
2 2
. S S
Soits2= = +4+—=2
n, nNg

A B
Alors Z=——F—

Sous H: A#0 : Zn'a plus une distribution normale centrée.ulllise alors Z'.

o 1 Ha—Hs _ 4
E(Z ):_Z(E[MA]_E[MB]): A2 B:_z
SD SD SD
N So
Var(Z')=—Var(M ,—Mg)=—=1
SD SD

A
Donc Z' ~ N( P 1)
D

P(1Z'|>1,9€/ uy—pg=4)=p,+ P,
A
p.=P(Z <-196/Z ~ N[ ;1]
D

A
p.=P(Z' >1,96/2 ~ N [S—; 1]

D

Tres souvent, pou p est tres faible, donan en néglige une des deux

Pouraugmenter la puissanceon peut :

- Onaugmente n et .
- On fait diminuer sp.

lll.  Test de comparaison de deux proportions
A. Hypotheses

On réalise urnest de comparaison de deux proportiongOn s'intéresse pour cela a wagiable X
dichotomique. On dispose ddeux échantillons A et B indépendantslen, etng observations,
avecpa proportion de x = 1 sur Aetpg proportion de x = 1 sur B

X suit une loi de Bernoulli de parametiedans la population A et; dans la population B.

On pose comme hypothéses :

- |4o: Tp = T
- HliﬂA;éTtB



B. Construction du test

SousH:wn=n:="7
On construit un test basé sur la distribution gde R sous K.

D=R -k
E(D) = Tla — T
Var( PA):—EA(l_nA)
Na
mg(l—mg)
Ng
Var(D) = Var(R) + Var(R)

Var(P;)=

On ne connait pas etngs. En fait, on estime Var(D) sous,Hen utilisant la proportion commune p
estimée sur I'ensemble de I'échantillon€mg).
On calcule p pour estimerr, la proportion totale de x = 1 sur les deux édlans :

_NAXPa+NgX Pg
Na+Ng

C'est lamoyenne pondérée des proportions observées

+
Si nn=ne: p= Pat Ps
2
Sous H:
E(D)= 0
var(p)~21=P), p1=p)
nA nB
1 1
Var(D)~p(1- p)(n—A+n—B)
Si na = ng; alors Var(D)mw
Soit :
S P,— Py
1
J p(1=p)(t—=)
A B
Sous H:
E@Z)=0
Var(Z)= Var([l)) =1
p(1- p)(n_A+n_B)

Si on travaille sur de grands échantillons :
- N,XPET nyxX(1-p)=5
- NgXpPET ngX(1-p)=5
DoncZ~N(0; 1)



On forme la quantité :

7= Pa— pls -
\/ p(1- p)(n_A+n_B)

La zone de rejet de H est toujours la méme, lorsquiz|>1,9€

Il faut vérifier les conditions de validité!

- Ny,XpET n,x(1-p)=5
- NgXpPETngx(1-p)=5

V. Nombre de sujets nécessaires

A. Introduction et principes

On veut faire un essai qui ait une bonne chanamdelure s'il y a une différence entre les
traitements. Souvent, unébenne puissance> correspond 80% (B = 20%).

On peut calculer laombre de sujets nécessairgsour des tests de comparaisorddax
moyennesobservées ou dieux proportions observées sur des échantillons.

Pour calculer une puissance, on fixerisque de premiere espece et unrisque de seconde
especep. On choisit undifférence A entre les deux moyennesu les deux proportionsqu'on
juge intéressante.

Le nombre de sujets doit étre tel cpida différence entre les traitements vauA (H,), la
probabilité de tomber dans la zone de rejet est 1p- Ce nombre repose donc sucédcul de la
puissance

B. Nombre de sujets nécessaires pour compareruge
moyennes

A
Sous H, Z ne suit plus une loi normale d'espérance @efadiance 1. Z' ~ N(s_ ;1)
D

Le calcul de la puissancelonne donc :
A
P(IZ| > &z ~ NIgil=pi+p;
D
4 .
P=P(Z <-g/z ~ NITi1]
D
4.
P,=P(Z >&/z ~ NIl
D

On néglige soit Psoit B, doncl —p = P, ou P..



1 ga
1-p=P(Z'> S )

d

e —A
Si la puissance est supérieure a 50%— <0
d
P(Z>Xﬁ)=ﬁ donc P(Z>—Xl,)=1—ﬁ
sa—A_ «
sg, 7
2
Or S§=2i
n
Donc x,= Ay
Xﬂ——8a+ 2_62
262
2(=—_
n=>(x,+e,) (AZ)

Souventa = 5%, B = 20%, &, = 1,96etx; = 0,842< 0,85

[Dans le formulaire, page 9, vous avez divers vaelE, et X et les calculs associés (a + b)?]

C. Nombre de sujets nécessaires pour compareruge
proportions

On suppose qu'ondeux échantillons A et B de méme taille et qu'on travaille sur dgrands
échantillons
Ho L TTA = T

La statistique du testest :

= Pa— plB -
\/p(l— p)(n_A+n_B)

NaX PatNgX Py
Np+Ng

avec p=
On ne connait pas p et on se donne une valeur a pri & pour le traitement « de référence »

A
Sous H, Z ne suit plus une loi normale d'espérance 0 et dariance 1. Z' ~ N( P 1)
D

2n(1l—m)

avec s,=
n

Le calcul de la puissance est le méme que pownigparaison de moyennes en remplacgammar
(1 —m).



2n(1—mn)
AZ

)

N=(X,+e¢,)3(

On prend le & de référencepour le calcul des sujets nécessaires

On vérifie tout d'abord lesonditions de validité! Il faut que :

- =25
- n(1-=)=5

On realise le calcul du nombre de sujets nécessainer avoir un@uissance suffisante de

montrer une différence cliniquement pertinente

Ce document, ainsi que tous les cours P1, sontalisbles gratuitement sur
http://coursplbichat-larib.weebly.com




